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وزارة التربية والتعليم ، 1419هـ
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مقــدمــــــــة
الحمد لله وحده، والصلاة والسلام على من لا نبي بعده، سيدنا محمد وعلى آله وصحبه.

أما بعد.
الرياضيات؛  كتاب  من  الثاني  الجزء  الطبيعية(  العلوم  )قسم  الثانوية  الشهادة  طلبة  أبنائنا  إلى  نقدّم  فإننا 
وهو الكتاب الأخير من سلسلة كتب الرياضيات التي قمنا بتأليفها لطلبة المرحلة الثانوية وفق المنهج الجديد 
في  الرياضيات  لأقسام  ممثلين  ضمت  ندوة  في  مناقشته  تمت  والذي  والتعليم،  التربية  وزارة  اعتمدته  الذي 
كليات العلوم والتربية بالجامعات السعودية، كما ضمت عدداً من المربين والباحثين والميدانيين )من موجهين 
ومدرسين( من مناطق مختلفة من المملكة، وذلك في الفترة ٩ - 10 جمادى الآخرة لعام 1٤0٦هـ؛ وقد كانت 

الندوة متوجةً لأعمال لجان ودراسات واستبانات واستطلاعات ميدانية.
يتألف الكتاب من أربعة أبواب هي :

الباب الخامس : تطبيقات حساب التفاضل.
الباب السادس : حساب التكامل.

الباب السابع : تطبيقات حساب التكامل.
الباب الثامن : الهندسة الفراغية )2(.

ينا في هذا الكتاب - كالكتب الخمسة التي سبقته - عرض المفاهيم بشكل يساعد الطالب على  وقد توخَّ
ن من تطبيقات مباشرة تساعد المعلم على التعليم  التعلم الذاتي، فأكثرنا من الأمثلة، ووضعنا تدريبات تتكوَّ
والتقويم وتساعد الطالب على التعلّم. وكبقية الكتب السابقة لهذا الكتاب، فإن هذه الطبعة تعتبر تجريبية، 
وأملنا أن تصلنا من إخواننا الميدانيين ملحوظاتهم مفصّلة، عن طريق الإدارة العامة للمناهج بوزارة التربية 
العالمين، وصلى الله على سيدنا محمد  البناء؛ وآخر دعوانا أن الحمد لله رب  والتعليم، شاكرين لهم تعاونهم 

وعلى آله وصحبه أجمعين.
الرياض في 5 صفر 1415هـ

�لموؤلفون
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الباب الخامس : تطبيقات حساب التفاضل :
5 - 1 القيم العظمى والصغرى ..........................................................................  ٩

5 - 2 القيم العظمى والصغرى المحلية ............................................................... 17
5 - 3 نظرية القيمة المتوسطة ..............................................................................21 
5 - ٤ الدوال المطردة، فترات التزايد والتناقص ................................................... 28
5 - 5 التقعر .................................................................................................... 32
5 - ٦ تصنيف النقاط الحرجة ...........................................................................  37
5 - 7 رسم المنحنيات )حالة كثيرات الحدود( ....................................................  ٤5
5 - 8 مسائل القيم القصوى التطبيقية ...............................................................  5٤

الباب السادس : حساب التكامل :
٦ - 1 نبذة تاريخية ...........................................................................................  ٦٦
٦ - 2 الدوال الأصلية .....................................................................................  ٦٦
 ٦ - 3 التكامل بالتعويض ...............................................................................  80
د ............................................................  ٩3 ٦ - ٤ تطبيقات على التكامل غير المحدَّ
٦ - 5 التكامل المحدّد ....................................................................................  102
د ...............................................................  123 ٦ - ٦ بعض خواص التكامل المحدَّ
٦ - 7 النظرية الأساسية لحساب التكامل .........................................................  130



 - 6 -

الباب السابع : تطبيقات حساب التكامل المحدد :
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7 - 3 الدالة اللوغاريتمية والدالة الأسية ........................................................  1٦7 
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8 - 5 الكرة .................................................................................................  2٤7
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الباب الخامس

تطبيقات حساب التفاضل
مقـدمـة:

5 ـ 1 القيم العظمى والصغرى.
5 ـ 2 القيم العظمى والصغرى المحلية.

5 ـ 3 نظرية القيمة المتوسطة.
5 ـ 4 الدوال المطردة ، فترات التزايد والتناقص.

5 ـ 5 التقعر.
5 ـ 6 تصنيف النقاط الحرجة.

5 ـ 7 رسم المنحنيات )حالة كثيرات الحدود(.
5 ـ 8 مسائل القيم القصوى التطبيقية. 
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مقدمة :
إن قابلية الدالة للاشتقاق على فترة تزودنا بقدرة كبيرة على استنباط سلوكها على هذه الفترة، 
في  المتعددة  تطبيقاته  في  التفاضل  حساب  استخدام  عند  العلمية  بالنتائج  التنبؤ  في  بالغ  أثر  ولهذا 

الفيزياء والفلك، والعلوم، والهندسة، والاقتصاد...
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5 ـ 1 القيم العظمى والصغرى

ملحوظات )5 ـ 1(

)حـ ، د )حـ((

شكل )5 ـ 1(



 - 10 -

مثال )1-5(

الحــل :

1 2

شكل )5 ـ 2(
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شكل )5 ـ 3(

البرهان :
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ملحوظات )5 ـ 2(

شكل )5 ـ 4(
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مثال )2-5(

الحــل :

تدريب )1-5(
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مثال )3-5(

الحــل :
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تماريـن )5 - 1(
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ملحوظات )5 ـ 3(

شكل )5 ـ 5(
5٤21

5 - 2 القيم العظمى والصغرى المحـليـة

3
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د )س( = س3

شكل )5 ـ 6(

ملحوظة )5 ـ 4(
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تماريـن )5 - 2(
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البرهان : )غير مطلوب(

5 - 3 نـظريـة القيـمـة المتـوسطـة

شكل )5 ـ 7(
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تدريب )2-5(
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تدريب )3-5(

البرهان : )غير مطلوب(

شكل )5 ـ 8(
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شكل )5 ـ 9(

تدريب )4-5(

ملحوظة )5 ـ 5(
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البـرهـان : 



 - 26 -

تماريـن )5 - 3(
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البـرهـان : 

5 - 4 الدوال المطّردة ، فترات التزايد وفترات التناقص
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مثال )4-5(

الحــل :
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شكل )5 ـ 11(

)21 ، 2(

دالة متزايدة ...د متناقصة... د متزايدة
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تماريـن )5 - 4(
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5 - 5 الـتقـعّـر

)1()2()3(

شكل )5 ـ 12(

شكل )5 ـ 13(
تدريب )5-5(
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شكل )5 ـ 14(

مقعرة لأعلى

)حـ، د)حـ((

مقعرة لأسفل

ملحـوظـات ) 5 ـ 6(
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مثال )5-5(

الحــل :



 - 35 -

شكل )5 ـ 15(



 - 36 -

تماريـن )5 - 5(
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5 ـ 6 تصنيـف النقـاط الحرجـة

د )جـ(

د )جـ(

1 2 
1 2 
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نقدّم النظرية التالية :

البـرهـان : 

دَ )س( > صفر يمين ويسار دَ )س( < صفر يمين ويسار 
شكل )5 ـ 17(

)1()2(
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مثال )6-5(

الحــل :
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ملحوظات ) 5 ـ 7(
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د2 )س( = س4 د1 )س( = س3

د3 )س( = - س4

شكل )5 ـ 18(

مثال )7-5(

الحــل :
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تماريـن )5 - 6(
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أولاً : معلومات يمكن استقاؤها من الدالـة

5 ـ 7 رسم المنحنيات )حالة كثيرات الحدود(
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د2 )س( = س3د1 )س( = جتا س

ثانياً : معلومات مستقاة من المشتقة الأولى :

ثالثاً : معلومات تستقى من المشتقة الثانيـة :

شكل )5 ـ 19(
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مثال )8-5(

الحــل :

: الأولى  الخطوة 

الخطوة الثـانيـة :

الخطوة الثـالثـة :
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)4 ، -1(

)0 ، -2(

شكل )5 ـ 20(

الخطوة الرابعة :
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شكل )5 ـ 21(

شكل )5 ـ 22(

شكل )5 ـ 23(
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مثال )9-5(

الحــل :

: الأولى  الخطوة 

الخطوة الثـانيـة  :

م )0 ، 0(شكل )5 ـ 24(
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الخطوة الثـالثـة  :

الخطوة الـرابعـة :
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تماريـن )5 - 7(
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30 ـ 2 س

1٦ ـ 2 س

س

س

س

س

1 ـ 2 س
٦

30 ـ 2 س س

)2(
)1(

شكل )5 ـ 26(

5 ـ 8 مسائـل القيم القصوى التطبيقية :

مثال )10-5(
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الحــل :
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مثال )11-5(

الحــل :

س

شكل )5 ـ 27(

12 ـ ص

ص ص

س

12 سم

٤
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مثال )12-5(
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الحــل :

شكل )5 ـ 28(

س

متر
يلو

2 ك

2 س
 + ٤
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مثال )13-5(

الحــل :

س

ص

شكل )5 ـ 29(
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تماريـن )5 - 8(

شكل )5 ـ 31(

شكل )5 ـ 30(

٦ سم
10 سم

8 سم
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شكل )5 ـ 32(
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تماريـن عـامــة



,
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الباب السادس

حساب التكامل
٦ - 1 نبذة تاريخية.

٦ - 2 الدوال الأصلية.
٦ - 3 التكامل بالتعويض.

٦ - ٤ تطبيقات على التكامل غير المحدّد.
٦ - 5 التكامل المحددّ.

٦ - ٦ بعض خواص التكامل المحدّد.
٦ - 7 النظرية الأساسية لحساب التكامل.
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6 ـ 1 نـبـذة تـاريخـيـة

د( 6 ـ 2 الدوال الأصلية أو )التكامل غير المحدَّ
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ملحوظـة )6 - 1( :

مثال )1-6(

الحــل :
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مثال )2-6(

الحــل :

شكل )6 ـ 1(

س + 3
س( = 2 

د )

س( = 2 س
د )

س - 5
س( = 2 

د )
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مثال )3-6(

البـرهـــان :
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نتيجة )6 - 1(

ملحوظة )6 - 2(
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شكل )6 ـ 2(

1
د )س( = س + ب

2 د )س( = -س + ب
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د التكامل غير المحدَّ
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مثال )4-6(

الحــل :

مثال )5-6(

نظرية )6 ـ 3(
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الحــل :

)أ( الدوال الأصلية :

)ب( الدوال الأصلية :

)ج( الدوال الأصلية :

)د( الدوال الأصلية :

مثال )6-6(

تدريب )1-6(
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الحــل :

مثال )7-6(

الحــل :

مثال )8-6(

الحــل :
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الحــل :

مثال )9-6(

تدريب )2-6(

تدريب )3-6(

جدول لبعض التكاملات غير المحددة الأساسية :
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الحــل :

مثال )10-6(
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الحــل :

مثال )11-6(

تدريب )4-6(

مثال )12-6(

الحــل :
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تماريـن )6 - 1(
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6 - 3 التكامل بالتعويض



 - 81 -

الحــل :

مثال )13-6(
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الحــل :

مثال )14-6(
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مثال )15-6(

الحــل :

مثال )16-6(

الحــل :

تدريب )5-6(
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مثال )17-6(

الحــل :

تدريب )6-6(

مثال )18-6(
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الحــل :

مثال )19-6(

تدريب )7-6(

الحــل :

ملحوظة )6 - 3(
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مثال )20-6(

الحــل :

مثال )21-6(
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مثال )22-6(

الحــل :

الحــل :
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مثال )23-6(

الحــل :

مثال )24-6(

الحــل :

تدريب )8-6(
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مثال )25-6(

الحــل :

نتيجة )6 - 2(
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مثال )26-6(

الحــل :

مثال )27-6(

الحــل :
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الحــل :

تدريب )9-6(

مثال )28-6(
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تماريـن )6 - 2(
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الحــل :

مثال )29-6(

د 6 - 4 تطبيقات على التكامل غير المحدَّ

أولاً : تطبيقات هندسية :

شكل )6 ـ 3(
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الحــل :

مثال )30-6(
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الحــل :

مثال )31-6(
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الحــل :

مثال )32-6(

ثانياً : تطبيقات فيزيائية :
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الحــل :

مثال )33-6(
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الحــل :

مثال )34-6(
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تماريـن )6 - 3(
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د 6 - 5 التكامل المحدَّ

شكل )6 ـ 4(
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)أولاً( تجزيء الفترة المغلقة ]  ، ب[ :
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الحــل :

مثال )35-6(
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ملحوظـات )6 - 4( :

)ثانياً( مجموع ريمان
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الحــل :

مثال )36-6(
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)ثالثاً( بعض قوانين المجموع
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التكامل على فترة
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ملحوظـات )6 - 5( :

أولاً :

ثانياً :

ثالثاً :
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الحــل :

مثال )37-6(
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الحــل :

مثال )38-6(
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الحــل :

مثال )39-6(
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نتيجة )6 - 3(
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د التفسير الهندسي للتكامل المحدَّ

تدريب )10-6(
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شكل )6 ـ 10(

شكل )6 ـ 9( شكل )6 ـ 8(
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شكل )6 ـ 11(
صفر

ص = 2

3

1 3

شكل )6 ـ 12(
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ملحوظـة )6 - 6( :
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تماريـن )6 - 4(
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د )6 - 6( بعض خواص التكامل المحدَّ



 - 124 -

البرهــان :
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الحــل :

مثال )40-6(

البرهــان : )غير مطلوب(
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الحــل :

مثال )41-6(
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تماريـن )6 - 5(
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)6 - 7( النظرية الأساسية لحساب التكامل

البرهـان :
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ملحوظـات )6 - 7( :
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البرهـان :
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ملحوظـة )6 - 9( :

ملحوظـة )6 - 8( :

الحــل :

مثال )42-6(
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الحــل :

مثال )43-6(

الحــل :

مثال )44-6(
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الحــل :

مثال )45-6(
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تماريـن )6 - 6(
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تماريـن عـامــة
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.
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الباب السابع

تطبيقات حساب التكامل المحدّد
7 - 1 إيجاد مساحات بعض المناطق المستوية.

7 - 2 إيجاد حجوم الأجسام الدورانية.
7 - 3 مشتقات الدوال الأسية واللوغاريتمية وتكاملها.



 - 146 -

7 - 1 مساحات بعض المناطق المستوية :

أولاً : التطبيق الهندسي :

شكل )7 ـ 1(

شكل )7 ـ 2(

د

د
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د

+

-

شكل )7 ـ 3(

مثال )1-7(



 - 148 -

الحــل :

الحــل :

مثال )2-7(

شكل )7 ـ 4(

3

2 ص = س

شكل )7 ـ 5(

4

ص =     س
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الحــل :

مثال )3-7(

42
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الحــل :

مثال )4-7(

8
6

4

2

شكل )7 ـ 7(

ص1

ص2
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مثال )5-7(

الحــل :

شكل )7 ـ 8(
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مثال )6-7(

الحــل :

مثال )7-7(
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الحــل :
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مثال )8-7(

الحــل :
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تماريـن )7 - 1(
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 - 157 -
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مثال )12-7(

الحــل :

تدريب )3-7(

ثانياً : تطبيقات على الميكانيك :
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مثال )13-7(

الحــل :
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تماريـن )7 - 2(
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د د

مخروط دائري قائم ناقصمخروط دائري قائماسطوانة دائرية قائمة

شبه منحرف مثلث قائم مستطيل

7 - 2 إيجاد حجوم الأجسام الدورانية

حجم الجسم الدوراني :
شكل )7 - 18(
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مثال )14-7(

الحــل :
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مثال )15-7(

الحــل :
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تماريـن )7 - 3(
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7 - 3 مشتقات الدوال الأسية واللوغاريتمية وتكاملها
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مثال )18-7(

تدريب )4-7(

البـرهـــان :



 - 169 -

البـرهـــان : غير مطلوب

مشتقة الدالة اللوغاريتمية :

نظرية )7 - 1(
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نتائج )7 - 2( :
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مثال )19-7(

الحــل :

تدريب )5-7(
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البـرهـــان : 

مشتقة الدالة الأسية :

نظرية )7 - 2(

نتيجة )7 - 3( :
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مثال )20-7(

الحــل :

نتائج )7 - 4( :
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نتيجة )7 - 5( :

تدريب )6-7(
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مثال )21-7(

الحــل :
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تماريـن )7 - 4(
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الدالة الأصلية للدالة الأسية :
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مثال )22-7(

الحــل :

مثال )23-7(

الحــل :



 - 179 -

الحــل :

مثال )24-7(

الحــل :

مثال )25-7(

مثال )26-7(

الحــل :
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نتيجة )7 - 6( :
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مثال )27-7(



 - 182 -

الحــل :

نتيجة )7 - 7( :

مثال )28-7(

الحــل :
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مثال )29-7(

مثال )30-7(

الحــل :

الحــل :

شكل )7 - 22(

1         3        
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مثال )31-7(

الحــل :

مثال )32-7(

الحــل :
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مثال )33-7(

الحــل :
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تماريـن )7 - 5(
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تماريـن عـامــة
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 - 191 -

الباب الثامن

الهندسة الفراغية )2(
8 - 1 كثيرات الوجوه ، المنشور.

8 ـ 2 مسلمات الحجم ، حجم المنشور.
8 - 3 الهرم .

8 - ٤ الأسطوانة والمخروط.
8 - 5 الكرة  .



 - 192 -

8 - 1 كثيرات الوجوه ، المنشور

تدريب )1-8(



 - 193 -



 - 194 -

تدريب )2-8(

سداسي منتظمرباعي مائلثلاثي قائم

شكل )8 - 3(



 - 195 -

مكعّبمتوازي مستطيلاتمتوازي سطوح

شكل )8 - 4(



 - 196 -

شكل )8 - 5(

منشور رباعي ناقصمقطع منشور رباعي

تدريب )3-8(



 - 197 -

المعطيات :

البرهــان :



 - 198 -

المعطيات :

البرهــان :

نتيجة )8 - 1(
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المطلوب إثباته :

البرهــان :
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ملحوظة )8 ـ 1(

مثال )1-8(

الحــل :

مثال )2-8(

شكل )8 - 8(

14 سم
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مثال )3-8(

الحــل :

الحــل :

60ْ



 - 202 -

مثال )4-8(



 - 203 -

الحــل :



 - 204 -

تماريـن )8 - 1(



 - 205 -



 - 206 -

8 - 2 مسلمات الحجم ، حجم المنشور

شكل )8 - 13(

ص

ع

س
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شكل )8 - 14( شكل )8 - 15(

ملحوظـة )8 - 2( 



 - 208 -

شكل )8 - 16(

تدريب )4-8(



 - 209 -

شكل )8 - 17(

ع
ع

المعطيات :

المطلـوب :

البرهــان :



 - 210 -

مثال )5-8(

الحــل :

شكل )8 - 18(

20 سم
15 سم

80 سم
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مثال )6-8(

البرهــان : )غير مطلوب(
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مثال )7-8(

الحــل :



 - 213 -

الحــل :



 - 214 -

تدريب )5-8(
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تماريـن )8 - 2(



 - 216 -



 - 217 -

)8 - 3(  الهـــرم
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تدريب )8 - 6(



 - 219 -

المعطيـات :

المطلـوب إثباته :

البرهــان :

تدريب )7-8(



 - 220 -

المعطيـات :

المطلـوب إثباته :

تدريب )8-8(

حجم الهـرم



 - 221 -

البرهـــان :



 - 222 -

البرهـــان : )غير مطلوب(

المعطيـات :



 - 223 -

المطلوب إثباته :

البرهــان :



 - 224 -

نتيجة )8 ـ 2(

البرهــان :

)برهان النظرية غير مطلوب(



 - 225 -

المعطيـات :

المطلوب إثباته :

البرهــان :



 - 226 -

البرهــان : )غير مطلوب(

مثال )8-8(



 - 227 -

الحــل :

الحــل :

مثال )9-8(



 - 228 -

الحــل :

مثال )10-8(



 - 229 -



 - 230 -



 - 231 -

مثال )11-8(

البرهــان :



 - 232 -

الحــل :



 - 233 -

تماريـن )8 - 3(
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8 - 4 الأسطوانة والمخروط
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 - 237 -



 - 238 -

شكل )8 - 36(

ع

ر
س

ملحوظة )8 - 3(

س
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ملحوظة )8 - 4(

ملحوظة )8 - 5(
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المعطيات :

المطلوب إثباته :

البرهـــان :



 - 241 -

المعطيات :

المطلوب إثباته :

البرهـــان :



 - 242 -

تدريب )9-8(

تدريب )10-8(

تدريب )11-8(

تدريب )12-8(



 - 243 -

مثال )12-8(

الحــل :
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 - 245 -

تماريـن )8 - 4(



 - 246 -
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8 - 5 الكـرة

نصف قطرها .

أوضاع مستوٍ بالنسبة إلى كرة
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تعـاريـف :
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)حـ( قطاع كروي)ب( قبة كروية)أ( منطقة كروية

شكل )8 - 45(



 - 250 -

البرهــان :



 - 251 -

نتيجة )8 - 3(

البرهــان :

نتيجة )8 - 4(

البرهــان :



 - 252 -



 - 253 -

نتيجة )8 - 5(

البرهــان :

مثال )13-8(

تدريب )13-8(



 - 254 -

الحــل :
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مثال )14-8(

الحــل :



 - 256 -

مثال )15-8(

الحــل :



 - 257 -



 - 258 -

تماريـن )8 - 5(
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 - 260 -

تماريـن عـامــة



 - 261 -



 - 262 -



 - 263 -

إجابات بعض تـمـارين الكتاب
الباب الخامس

تمارين )5 - 1(

تمارين )5 - 3(

تمارين )5 - 5(



 - 264 -

تمارين )5 - 9(

تمارين )5 - 6(
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التمارين العامة

الباب السادس

تمارين )6 - 3(
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تمارين )6 - 5(

تمارين )6 - 6(

التمارين العامة :

الباب السابع

تمارين )7 - 1(
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تمارين )7 - 2(

تمارين )7 - 3(

تمارين )7 - 5(
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التمارين العامة :

تمارين )8 - 1(

الباب الثامن :

تمارين )8 - 2(

تمارين )8 - 3(
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تمارين )8 - 4(

تمارين )8 - 5(

التمارين العامة :




